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ГРУШН, ПОЛЯ, КОЛЬЦА (тезисы лекций по алгобре) 


Эти пять лекций читались помимо обычного втузовского курса 
"высшей"математики. Поэтому в них я не касался таких стандарт- 
ных тем, как линейные системы, перестановки, определители и. 
матрицы, многочлены, симметрические функции и комплексные числа. 


’ Основным | сюжетом лекций, таким образом, оказались алгебраические 


структуры: поля, группы, кольца. К сожалению время не позволи- 
лоп прочитать запланированные г лекции про модули; не прочитан- 
ной оказалась и задуманная для украшения лекция о р-алических 
числах. 

Все слупатели были снабжены книгой А.Кострикина "Алгебра"; 


ссылки на нее даются в виде К-133 (цифры = номер страницы). 


Предполагались известными:язык теории множеств (К 39-52) и чис- 
ловые системы ХХ, КЮ, С. 

Лекции здесь записаны в виде тезисов; каждый из пих самос- 
тоятельнос высказывание. Его следует продумать, понять, и, если 
имеется знак 4 , доказать (если же доказательство не получает- 


ся, нужно его выудить из соответствующего места в К), Доказалель- 


ства, помеченные знаком 4 ‚ Как правило, основаны на важной идее, 


`но’все = простые (одноходовне). Исключение составляют тезисы 80- 


13° из лекции Ш; восстановить их доказательства, не заглянув в 
К и/или в книгу С.Линга "Алгебра", не легко; поэтому эти дока- 
зательства не входят в обязательный минимум требований. 

Слупатель комот считать лекционный материал освоенным, если 
он разобрался во всех тезивах, помнит определения и основные 
формулировки (выделенные курсивом_) и умеет довольно быстро вос- 
станавливать отсутствующие доказательства. 

Перерешав обльшую часть упражнений и задач, которые обсух- 
дались на семинарах параллельно с локциями, он может считать 0с- 
военными самые азы алгебры. 
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Лекция Л. ТРУШЫ КАК ГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


1° Определение грулпы. (©,*): множество с бинарной опера- 
цией * (см, К-133), ассоциативной, обладающей единственным ней-_ 
тральным_ элементом е` (т.е. таким ес С › что УдеС: даже =еха-д 
и, для каждого элемента а , симметричным элементом & (г.еъ 
таким @, ч10 Ахатала=е )ь | | 


дни нь тов тих один мч Златан пои пленил им мш 


РО ри лась сё о аь 


пен 











70 Биекц ияЧодной группы (6,*) на другую р (Н, с ) называется 


550 Очевидным образом определяется подгруппа Н данной труппы. 





а 


ыы 


или коммутативной. Примеры: (@,+), СК\О,*)з но (М, +) — 
не группа» а рае РОМ И 
29 Другое определение группы: множество с бинарной ассоциатив- 
Ной ‚ ЕерЕЖеЬ для которой любое уравнение видв 
ах х= В ИЛИ Хха=в 
имеет ЕЕ Эти два определения эквивалентны <. 
30 А+ Аксиомы группы до мохно суцественио ослабить 4 
‘., ‚ Примере : числовые группы ( (2+), (К,°) и т.п), окружность 
=(=е С, 1 =1 0, .), группа векторов на плоскости по сложению, 

Ге. биективных преобразований данного множества М по кокпози- 
ции (РАМ, °), группа движений фигуры (150Ф,°), группы пе- 
рестановок, группы матриц, в физике = групин Лоренце, в механике 


— Группы _ Ли, в химии - кристаллографические Группы И Т.Д. И Т.П» 
ый ен «Ч 


оао отце ен 


ы для абелевых групп операция обычно называется сдожением , 
нейтральный олемент - нулем , симметричный элемент = противоно- т 
лОхым обозначения +, 0, -а). Для неабелевых, соответственно, ‚ 
умнохснием_ (иногда - композицией, продоведонием) , единицей. , 


неее зыщь жк динар янь 


обратини (обозначения * (илио ), Я, а^). 


ЕСЛИ операция # комы утативна, ТО группа С называется абелевоя 























лет пи а ед 


60 из аксиом группы следуют законы сокращения (левый и а 


паста щи МБ” оБеы кон 


ажф = =ахс => в=6 . ха = ежа => $= о 


вн тии дет отита 


изоморфизмом_, если она сохраняет операцию (т.6» 4(4% 9") = $9; 1 
в этом случае би Н называются изоморфными ‹ Обозначение: СЕН. 
(5, *) (такое подмножество На С. › которе само является 4, 

группой ‹ относительно * )‹ аля этого достаточно, чтобы бы УабЕ | об И! 
5 На практике вахнейший класс групп = это ‘труппы преобразова=. 
ний, Тъе» подгруппы групп ВЫ М сиекций различных множеств М. 
Например, я группа поворотов окружности, группа Лоренца - 
подгруппа группы биекций "пространства = времени” и т.п. Ока 
зывается»никаких других групи, кроме групп преобразований, о 
`как показывает следующая ` 

Теорема Кейли, Всякая труппа С: является труппой. преобра- 

зований; именно, она изоморфна_ некоторой подгруппе Н 1 группы. ву С 
10° В качестве Н можно взять. грулпу левих _слвигов_ © , т.6.. 
совокупность отображений Н = 1199 6-6, 46 СУ. ей 
о ныв по правилу Ч $3) $3 9 где ЕС {Е › относительно 














ыы 


операции композиции, Н действительно является подгруппой РУС 4 
10  Искомый изоморфизм устанавливается по естественному правилу 
ФЕН — 
120 Группы биекций В] М , в частном случае, когда М - конеч- 
ное иножевтво, называется группами перестановок (или подстановок) 
или сииметрическими групиами_п-ой степени (где 1 - число элемеч- 
тов) в М) и обозначается б„* При п24 эти группы не абелевы 4 
В Зи» имеется подгруппа Ат из 1!/2 элементов 4 о 
130 Из теоремы Кейли сразу следует, что любая конечная группа 
изоморбна некоторой подгруппе групин перестановок 5, + (В ка- 
честве т мохно воять число олементов данной группы). 





140  гоказательство теоремы Кейли ГЕО ХО) эффективно; для его ‘_ 
понимания полезно его провести, скажем, для частного случая груп- т 


ДИ БИВУЕИИ И ВОО ол ое еее х 
150 Отображение СХМ-М , @т)Е»ат прямого произведевия схм 
грунпы С на множество М пазывастся( левым) действием С’ на М, ше 
если (Г) УтеМ етяим в 
(2) Уа.6 ЕС УтеЕМ (@6)эь = а (вт). ны 
Каждое действие © на М определяет гомоморфизы Св В: М и ! 
обратно (К 302) 4 ее пела 
Тб Циклической группой порядка ‘и называется группа поворотов. 
правильного п-угольника (обозначение - .„,). Группу (2/.,+ ) 
иногда називают бесконечной риклической» 
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Лекция П ПОДГРУППЫ И ФАКТОР-РРУНИЫ. 


45° Пусть Н= Че=й №, В подгрупиа (т, 80) конечной 
группы С из т, элементов И НЫ . Тогда множество 
| а = {ори му 

группы Н. Все его элементы различны 4 и ни одни из них не вхо- 
дят в Н еслиаен 4 


26 Если ФЕН и {ФоН`, то элементы смежного класса | 
| = {6 6%.,..., 6й, т 

все различны и ни один из них не входит ни в Н, иван“ 

3 _ Продолжая таким образом, мы получим разбиение множества © 

на классы (каторые отвечают отношекию эквивалентности 


= -4; { м ея 
дв <> хе Н) ув каждом из них = к элементов, поэтому 


х 


Безе рии" ев ре ГТО Саи оА о, прет оеалуюь опа ееоки. С° Фояеоаеге > 
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к делит № 


49 Цорядком группы 97% называется число ес ‘элементов; о 
порядком элемента _ веб - наименьшее число К= 01%а, , 


такое, что аа м а=е $; индексом. подгруппы НЕ - 
число смежных классов (сы. 39); индекс обозначается [С:Н]. 


Мы показали, что — 
(«4 Н)[6:Н] = 04 6 


Словамиэто обычно формулируется так: 
Теореиа Лагранка. Порядок подгруппы - додитель. порядка. 
(конечн ной) групинь 
| Слелотвие: Порядок элемента - делитель порядка конечной 


ны И 


группы 49, Олнако не для всякого делителя & порядка группы 
существует подгруппа порядка &, » Например 4=би Ду 9 
(см Ш, 50 и 


59 Любая группа _ ‘простого порядка Р ‘изомор] рна. группе Ир, 4 

67 Конструкчия тезисов 19 = 30 обобщается на случай групп 

любых порядков сснова нужно рассмотреть отношение дв <> а 6 С Н) < 
В общем случае индекс [С: Н] может быть бесконечным» Кроме ле 
вых смехных классов, можно рассматривать правые: ал в хаб ь Н< 
Яо Пусть дана подгруппа ЧСС $ будем обозначать через & 
смежный класс (например, левый) содержащий элемент а. Еохеет- 
венно определить операцию зв множестве смежных классов, поло- 
хив А В=ак $К сокалению, это определение не корректно: 

в качестре примера рассмотрите 5з > { [123], 21 =Н4_ 

80  Предыду лий тезис показывает, что понятие подгруппы = не 
адекватное для факторизации. Для этого служит понятие норивль- 
ной подгрунин (говорят еще - "нормальный делитель"): это такая 
подгруппа, все правые смехные классы которой совпадают с левыми, 
ак. ОС ОНТ О оли ованаееиекы моно о Пананыыв 
90 _ Любая по} дгрунпа абелевой группы = нормаль! у | 

109 Бели И - нормольная подгруппа |2 ‚тов множество (левых + = 
правых) смехних классов можно ввести операцию (см. 77) по форму- 
ле @вВ=ав $; получится снова группа 4 , которая называется 
фактор-групной © по и обозначается ©/Н, мА 
7% Прииерн: 2730 = 2, Зе, ЗА, =, 
428  Гомоморризиом о р: С —Н группы св группу Н назква- 






я 


ется отображение, сохраняющее операцию, т.е, обладающее свойством 


У а,6ЕС 4(а8) = фа) ФФ) 








(здесь пустым символом обозначено как умножение в С, таки 

ВЮ, Ядром гомоморфизма назнвается множество Кег ф=1066 А) = 

_ образом = мнохеотво Тиф=ф(6)=186Н, Нае@ Ф0) = у 
у жество Пф= Фе) УЕН, ая ь И “| 


13° Ядро любого гомоморфизиа_ - нормальная подгруппа 4 _ 
Пр Обратно, любая нормальная подгруппа_ 1+4 <= ©; является ядром_, 








некоторого гомомомрфизиа_ , именно тень канонического гомомор-. 
физма; ‹ (или проэкции). ри: б-—6С/Н , определенного правилом |+ 


а->5; › где а = смежный класс б по Н , содержащий элемент, 
а. 4. | | ЗИ - 
159 Коли Не © нормальная подгруппа, то последовательность 
0—н=» С 2 6б/Н-—»0 | 
которую назнвают короткой точной последовательностью , обладает 


о баны ыы ышь ых кемь ша обеф  очве 


свойством точности: образ каждого гомоморфизма совпадает с яд- 


иен ть дыйльь 





ыы 






С тт 
16 Гомоморфизм Ф:6 эН называется эпиморфизмом , если Тум Ф=Н 
и мономорфизмом , если Ке’Ф=ф (последнее условие эквива- — 
лентно  инеективности 4 ), | и 
170 Послеховательность гомоморфизмов 9->АЧ>В—>О 


точна <= — \ - изоморфизм | _ | ааа 
Лекция Ш | КОНЕЧНЫЕ И КОНЕЧНО-ПОРОЖДЕННЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ 








| г Прлмым_ произведением группы Си Н называется мно- 
жество СХН=5 ай), 4Еб) с НЗ с повоординатным умножением; 





(ой) = © 1) ; ©хН с такой операцией - | 

группа 4 . Если Си Н ‘абелевы,(а иногда и в общем случае), °› 

прямое произведение называют прямой суммой и обозначают Ф те 
| 


это, очевидно, тоже абелева группа» | 
| 20 роворят, что группа © является внутренним. прямым про- 
изведением своих подгрупп Нд и Н>, если | 
_\УдеС (3! МЕН, ,чеН») (Ей Е } 
Внутренне прямое произведение - частный случай определения 4 — ыы 
(которое иногда называют "внетним"), т.е. 6 НХН. 4 р. 
36 Пример: 2 Ф 7, «@руппа изометрий прямоугольнике.) 4 р 
`—  бвооодной аболевой группой. ранга я, называется любая _ 
группа, изоморфная прямой сумме 2ФХФ.. , _ изя — 

















” 


ры 





слагаемых» `. о вас бреа т ии вазе 
50 — Системой образующих Э= 4 и, ЖЕ 73 для 


группы С. называется набор элементов 9. из © , чаких, что любой 
элемент ЕС представим в виде их конечного произведения: 
= 4. -’ и, , %ЕЧ. Группа называется конечно по- 


рожденной › если у нее есть конечная система образующих ___ _ 
65 Задача. Для любой конечно порожденной абелевой группы . | 
. пущестауеа число % и эпиморфизм Ч: 790.9 1/-+54 1! : 
70 В этой лекции будут рассказаны структурные теоремы, . 
описывающие все конечные абелевы и все конечно» порожденные абе- | 
левы грулине о ое позови шие торты оао | 
5 Пусть вм ‚ Идо м простое и но дели №, & 
групиа © - конечно.Сие обязательно абелева). чогда в © су- 
к ществует подгруппа порядка ыы 4” , называемая силовской . 
Любые две силовские подгруппы Нт»Но С- © сопряжены, тъеь для | 
. некоторого оломента 46 С имеем ад“ =Н, 4" | 
9 Любая конечная ‘абелева группа является прямой суммой _ 


р О оны м О 


р-группой ‚те. порядок любого ее влемента - степень простого 


числа р $ ПН 
То Любая конечная абелева_р-группа = прямая_сумма_цикы _. 


лических 9* 
ев Разложение из тезиса ЛО” единственно в том смысле, 


оны “зн чм сыащь за этые ста ше ска ых вы се ща 


что число слагасмых в двух таких разложениях одинаково, и по- 
радни слагаемых тоже одинаковы Спри недлежвцем упорядечении 
этих слагаемых) @* | и | | | 
$ `_ 120 Множество элементов конечного порядка в любой конечно | 


порожденной абелевой групне_С` является конечной подгруппой Те. 6%; 








(Указание: сперва доказать, что 1 = конечно порождена $ ) те 
` 5 3 обозначениях предыдущего тезиса, С/Т  - свобод-. 
ная абелева группа некоторого ранга Ч. Более того, в С- най- 

дется подгруппа <= , изоморфная С/Т › такая, что С=$5е14_ 





С о ин р 


- суммой конечной (абелевой). группн_и свободной (абалевой), группы. 


некоторого ранга 4 < 59, _ | аа 
. 14 Специальной таблицей назовем набор Чисел: 


в. 
‚ 


аым понлявегинох зил тан 1 О А Вили Е 
Ч 77% ы р ре й т 














с ре г пиона ИИА 






о 
р 1921? ‚21 
и 1 > Яр. 21021 
где Ра), 6 = простые» О р) п, = целые, К; 2 т. 


Каждой специальной таблице олвечает следующая группа 


о ое о ов | ы | | 2.30 р 


реванша ливельмни, 5 1 ее 


150 Итог этой лекции подводит следующая теорема 





— = — — 


165 Аналогично можно сформулировать теорему © классифика» 
ции конечных абелевых групп (из таблицы убрать число л у из фор- 
мулы (%_) = первую квадратную скобку). 9 _ | Е. 1. 

1.7 Доказательства, тезисов ВбылЯб — см» К 333-343, тезисвв 
20, 150-в книге С„Ленга "Алгебра" или Ван дер Вардена "Современ- 


ная алгебра", _ ии ие 7 





дрон фене вешь неичашни с 


Лекция ТУ: ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПРИМЕРЫ ПОЛЕЙ И КОЛЕ 


ь 


д° Определение поля: множество Е с двумя коммутативными 


оный 


операциями +, * { называемыми сложением И умножением_ } такими 
что умножение дистрибутивно относительно сложения и (Е.,+ », 
(Е\О,.)- (абелевы) группы. Здесь 0 - нуль_ (нейтральный эле- 
мент относительно сложения), а нейтральный элемент относительно 


умножения называотся единицей : Л. Простейшие примеры: ©, К, {, 


ШИРЕ. (см. пике тезио 99), ДА (алгебраические числа). — __ 


2 Определение кольца : множество К, с двумя операциями 
+ ›» › называемыми сложением и умножением, такими, что умножение 
`дистрибутивно слева и справа относительно сложения и (К,+) -абеле- № 
ва группае Примеры @. хкольца вычетов» Хм. (ом, тезис 99), — 
кольца многочленов Е [2] над лданным полем. Е 4. укольца функций 4. 








пером ореол 





А 














будет 1=С%, 
ь 2 Задача. Доказать, что из теоремки 9° следует 





типы колец: ассоциативные, с единицей, коммутитивные, целостные р 
(К 183-185), о аи. 
30 Обычные свойства операций + и » , например (-а)(-В) = г 
-ав , легко следуют.из аксиом (К 175). | 
40 — Делители нуля в кольце: это такие отличные от нуля эле“ 
менты, произведение которых = нуль. В кольце они могут быть (89), 
в поле = нет 9 » | НЕЕ 
50  Очевидным образом определяется понятие подкольца и под- № 
поля «$ . Если В подполе -, то говорят еще, что Е расширение_ Е; 
ота терминология имеет важное психологическое и историческое зна- 
чение (ибо К иб получились последовательным расширением В). 
20 Такие как понятие подгруппы, понятие подкольца не адек- 
ватно для факторизации 4 . Для этой цели нужен идеал : подкольцо | 
К такое, что УаеЗ вс К абЕК,6аеЛ(если выполнено только | 
первое включение, говорят, что ] - левый идеал, если второе = 


правый_; при выполнении обоих вместо "идеал" говорят иногда дву- 
сторонний идеал )ь сли Ч идеал кольце К, то К разбивается на 
смежные классы отношением эквивалентности алло $ <=> 06] 4, 
в полученное множество кдассов вводится естественная структура 
кольца 4 ; это кольцо называется фактор-кольцом. кольца К по иде-` 
ал ; обозначение К/Ч . | о | 
70  Мнонество 8, чисел, кралных 3, образует идеал в кольце 4. 
Фактор-кольцо "вычетов по модулю 3" #/3 = 10, 7, 7=-1$ 
т с Е Ее 
30  цножество 4 -идевл в № › /АЁ, кольцо» но не 
поле, т.к. содерхит делитель нуля: 20. : 
99 Теоремка. Ш/тИ поле <=> у -простое» 











| 
8 


м -ь-ьь 


10° (=> ) Юли т=Кб , 10 Е. == Т=б 
делители нуля! 
0 (<=) Отраничимся доказательством существования обратного — 
элемента для ке Дт ‚ Имеет место равенство множеств 
ТЕ, 2Е,.. 9 = М, 2, .., т у 4 
Но в них столько же элементов, поэтому для некоторого <, 
значит р=Ё . Остальные аксиомы тривиальны $ 





чая 


== 
и. 










пе точнее 


же: 


т 


Малая теорема Ферма + _Если простое число р_ не делит ТЕМ, 


о бе бнай 2 26 


то тр есть единица по модулю, 


у 











ра чины рено хи оврь аист ВОО 
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139  теоремка 99 наводит на мыснь, что число элементов |: 
конечном поле = простое» Это неверно = существует поле из 4. эле- 


ментов: СЕ (4)= 40, 4, д, 1+4, где “= 4+4 


д д——д_д—- 





|2 
$, 
ты 


2%: 


140 Идеал СХ, называется максимальным. › если он не м 
содержится ни в каком другом идевле (отличном от К) Например,» ы 
3Йс / - максимальный идеал, 62/ = нет 9 ‚ Любой отличный от 
К идеал содеркится_в максимальном идеале_ (отличном от К) 4. 

150 Пример: \/Хс 2. максимален => т-= простой 4 «о 


Из этого факта и следующего тезиса получается новое хоказательст» 





еек, 





м лин 
16° теоремка 9° наводит на следующую (правильную!) мысль: 
фактор-кольцо. по. максимальному идеалу _=_ поле 4 ‹ Обратно, если_ ь. 
К/У - поле, зо идевя 3 _-мажсимальный» 9 | 
в Если +2(х)е РР] неприводимый многочлену ‚то 
рождает максимальный идеал «4 ‚ и значит фактор 
Р [=] / (4) 
_ поле. Например @= №1 / (2+1) 














он по- 





СЕ(4 


Лекция У: КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ АЛЕЕБРАИЧЕСКИЕ РАСШИРЕНИЯ. 
—м— а а ео: и“ 


19 Характеристика поля» В } (произвольном)поле Е рассмот- 


рим цепочку д, Л, АТ, ..... «)_ 
зогда возможны два случая: либо в цепочке все элементы 
‹ => 
либо для некоторого И имеем _1+...+Т=0» | 
209  \сли все элементы цепочки (* ) отличны от нуля, то |] 
поле Е называется полем нулевой характеристики (обозн» сбаг Е = = 
=0; примеры: ®,®,Ф ); в этом случае Е содержит в качестве под- 


поля поле, изоморфное . 


30 толи М, = 1+4 первый равный нулю элемент в цепочке 
(+), то число ивр = простое « « Тогда = называется полем 
характеристики р ( стае Е=р) и содержит в качестве подполя 


не нулевые, # 





поле, изоморфное 2/24» ПЕ Е 1. 
40 Построение поля СР(8)» Начнем с поля = 2/2=40,11. 


и рассмотрим многочлен оз о+1Е Е, Он неуприводиы 4. | 
Рассмотрим множество из восьми элементов: | р. 
СЕ(8) = {46+ 6406 + 0,0”; Е Е, 5. 





4) т,е, многочлен ‚ не пре 
меньших степеней, 





дотавимый `В виде ‘произведения многочленов 


о. а # 
Е о ен ыы би И с о раны Вы №. 
: { ь ‹ и во 6 Позы бе 














„1 0- 


Введем операции +, ®_ в множество СЕ(8), как сложение и умно- :. 
жение многочленов из №, [©] , сокращая результат по соотношению | 
584+ <, +Т=0 (тье» используя равенства <3=54+1, х4=4 0. 

так, например, Ао )-1 = 52 +2) (1+=* = Получим поле. с 
5 Конструкция тезиса 4 может быть записана короче и. 
(8) = Е [®1И?+=+1) и 


где (хЗ + х+ Г) идевл, порожденный многочленом х+х+Т, 4 1 






пет то отно 


67 Общая конструкция поля Галуа, ©Е(р”) › где рие М. р 


простое | СЕ(р”) = Г, [= ИС, (=) | 
где Гь = И/рй Г „()е Р‚[=]-неприводимый многочлен степени И. 


ф Задача для любого простого ри любого пе[М существует 


нелпиводимый многочлен 1(х)е Г, (Ж] степени и % . о 
30.12“ Описание конечных. полей „ Пусть К = конечное поле» 


о о ВИ ный 






тогда существует простое р › такое, что спахК=ри К. = расширение 


поля [Гр = Д/р4. < (ое 2. | 
99° Пусть конечное поле характеристики р + тогда для 





некоторого иЕ [№ число элементов К равно = ‚ 4 
10°  ультипликативная группа конечного поля К характерис- 


тики р состоит из 4-1 элементов (4=р’), поэтому для любого 6 о 
-4 Н 
КУО ишеем © =14, откуда любой элемент поля К является корнем 


многочлена ХР 2 & В. [1] | (9%) 
шир 


ло фели поле К состоит из всех корней многочлена, (+*), 
то это условие его определяет однозначно с точностью до изомор- 
физма, «9 (К 428). | 
12° ‘ Итогом тезисов 60110 является следующая структурная | 
теорема: | |, 





ны оны тоны че семи в ыы 


зако ое ты мыли” Пон окыш ”  порь› очее Й мне штоф бт ть очиф «ти ое очыф пище, == че о == = 


СЕ(В). Любое конечное поле изоморфно одному из полей ©Ё{% й 


сома сию сеть  отере стемы фишек 






139 бдлоча.йультипликативная группа конечного поля - цик- 


о ааный 


дическая 9 у 


ИРА 
140.20. Построение алгебраически замкнутого. расширения произ= 


ния => 5 0 => = < 


вольного поля И. Поле Е. называется алгебраически замкнутым, 


если любой многочлен Кх)е Е [х] имеет корень ЕЕ «‹ 
(такобо С, но не © ), Последовательно расширяя. К, будем строить 


Ен 
И а 





р. 





о ый ЕТ 








° вместо остальных х?ов), мы 1 получили бы О=Т в поле Ен «< | 








ен ем сц. чот оный ЗО Нд: хе г У арт поориин 


-1- а 


алгебраически замкнутое расширение _ ЕРК, ею 
150 пулевой шаг (ср. 6°)» Если {(<)е К[ж] (нерпиво- м 
димый) многочлен, то каноническии эпиморфизм (факторизация) Ф; 
К[=] —> КГИ) порождает мономорфизм полей; и. 
ь е:к—>Ф(КУ(Е)=Р, и 

гле поле Е получается из подполя Фф(®) присоединением элемента, 
(ср 1У, 13°) &=ФС®)(здесь х рассматривается как многочлен ХЕК[Х}. 









притом многочлен (вернее, класс уногочленов) © имеет корень а 
ЕТ 4 О |: 
га 

существует расширение ГК, & котором 2 

ствительно, не нарушая ОбЩНОСТЬ, можно считать, что — непри». 


водим 4 $; далее, пользуясь 150, в множество Р=КУО (где 5 - 

иножество символов, биективно отображающееся на Ех ©(К)) легко 
— — 

внести (пользуясь естественной биекцией О:Е>Е ) 


структуру поля 4 ›, притом 4 0’=0, где © = © (Е) 4. 


притом (62 =0, где бе 
НЙ Втрой шаг . ("конструкция Артина"). Рассмотрим множест- 
во символов 5 = $х; ‚ГЕ К, [=] 7 


и кольцо к [* | многочленов от многих переменных х; 6 %  ско- ой 
эффициентами в К (хотя 2 . бесконечно, в каждый ре К [3] входит 
лишь конечное число переменных х | 

{8 Идеал, порожденный многочленами вида +(5), се К. [х ] 
(индекс © тот же, что сам многочлен!) не содержит 7, Действительь | 
но, в противном случае для некоторых СЕК >] и в КГ], : 
ыы имели бы 2... 44 == ; расширив К последовательно ` 
с помощью [4....›фм (6Ме 160) до поля ЁРу › в котором реа» РВ 
имеют корни 1». И подставив вместо Хх; числа 0% (и нули 










190 Пусть максимальный идеал в К[ 8], порожденный много- 
членами с;), феКЁ]; тогда Е=К[41/ = поле 4 , содержащее _ 
изоморфный образ К { . Применяя трюк из 160, легко построить расы 
ширение Е, >К, в котором любой многочлен $ КГ] имеет корень 


20° Последний шаг, Построим последовательность расширений 
(по 199). КЕЕ СЕ. С... Ве. . 
в. которой любой многочлен из Е; [<] имеет корень в Е... * ПОЛО | 
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й 





ААА ТТ > 











й : -12- . 


В 


и введем в Е структуру поля, порожденную В; -ыми % о Тогда 
КСЕ и любой мнокОочлсн из Е(х] имеет в Е корень % ь Нами доказана 
Теарема Любое поле имеет алгеораическое замкнутое расширение, 


о ет бух раН8Й ЗЕ, Не, ее. ПРИ от = = > > 





540  Золоча_. Докажите теорему из тезиса 20° для случая 
конечных полей, пользуясь естественной цепочкой включений 
сес) < СЕфФ" С СЕ) с СЕВ") <, 4 © 
559 Т5олича. Докажите теорему единственности тезис 22°), 1% 
вз.в алгебраически замкнутое расширение Е поля Е 5 мер - 
характеристика данного поля К, и доказав, что поле, изоморфное К, 
лекит в Е и описывается как множество неподвижных элементов гомо-’ 
морфизма Е -® Е заданного правилом Еэхн> 2" Е> в. 
Р” -х не имеет кратных корней, как показывает подсчет | 





(Указание: х 


его производной 4 )4. | | 














